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RESUMO

Nosso objetivo com este trabalho foi obter as solu¢gfes da equagéo de Schrédinger numa base
constituida de estados coerentes para o hamiltoniano do oscilador harménico quantico, tendo a
freqiiéncia dependente do tempo, além de calcular a fase de Berry, numa base constituida de
estados coerentes candnicos (ECC) e numa base de estados coerentes generalizados (ECG).
A nossa discussdo central baseou-se no método de invariante desenvolvida por Lewis e
Riesenfeld, que tem como objetivo encontrar uma relagéo entre os autoestados do invariante e
as solugbes da equacdo de Schrédinger dependente do tempo. De um modo geral
constatamos que os estados coerentes generalizados sdo operacionalmente mais Uteis que 0s
estados candnicos, no que diz respeito aos calculos realizados para se obter o espectro de
energia do oscilador harménico quantico.
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ABSTRACT

Our goal with this study was to obtain the solutions of the Schrddinger equation in a basis
consisting of coherent states for the Hamiltonian of the quantum harmonic oscillator, with
frequency dependent on time, calculate the Berry phase, a base consisting of canonical
coherent states ( ECC) on a basis of generalized coherent states (GCS). Our main discussion
was based on the invariant method developed by Lewis and Riesenfeld, which aims to find a
relationship between the eigenstates of the invariant and the solutions of the Schrodinger
equation dependent on time. In general we found that the generalized coherent states are
more operationally useful than the canonical states, with regard to the calculations performed
to obtain the energy spectrum of the quantum harmonic oscillator.
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1. INTRODUCAO

Os estados coerentes foram introduzidos por Glauber em 1963 [Glauber, 1963], que tinha como
principal objetivo mostrar uma descricdo consistente para a teoria quantica da coeréncia 6ptica. Glauber
consolidou a idéia de que os autoestados quéanticos de um campo de radiacdo sdo exatamente 0s
autoestados do operador de aniquilagdo dos quanta do campo eletromagnético (fétons). Ele mostrou que
essas autofuncdes podem ser obtidas a partir da acdo de um operador de deslocamento sobre o vacuo do
campo eletromagnético livre. Mostrou também que essas definicbes sdo equivalentes aos estados de
incerteza minima descobertos por Schrodinger.

Com o surgimento do laser na década de 60, se iniciou uma série de trabalhos sobre a interacao da
matéria com o campo eletromagnético. Glauber usou esses estados para mostrar a equivaléncia entre as
descricdes da mecanica semi-classica e a mecéanica quantica de feixe de luz com estatistica arbitraria sem
considerar os efeitos nédo-lineares. Pelos seus diversos trabalhos, Glauber é considerado o pai da Optica
Quantica. Estados Coerentes s&o ingredientes bastante familiares a fisicos da area de Optica Quantica
[Nussenzveig, 1973], sendo suas ferramentas de trabalho do dia-a-dia.

N6s faremos o tratamento da equacdo de Schrodinger com o hamiltoniano explicitamente
dependente do tempo, para resolver tal sistema utilizaremos o método desenvolvido por Lewis e Riesenfeld
[Lewis e Riesenfeld, 1969]. O método dos invariantes, desenvolvido por Lewis e Riesenfeld, possibilita
encontrar a solucdo exata da equacao de Schrédinger dependente do tempo, através de uma conexao que
é feita entre os autoestados do invariante e as solu¢bes da equacédo de Schrodinger [ALVES DANTAS,
PEDROSA], por meio de uma fase.

Também estudaremos a existéncia de uma fase natural que surge em sistemas que sofre
expansfes adiabaticas [J. GRIFFITHS, M CERVERO e D LEJARRETA, C. GERRY e F. PLUMB], o
interesse nessa propriedade € o fato da equacéo de Schrodinger ter certa equivaléncia com as equacfes de
Hamilton no limite &, possibilitando compatibilizar a mecénica classica com a mecéanica quantica no sentido
de se estabelecer uma transicao suave com elas no limite semi-classico.

2. Oscilador Harménico Quantico (OHQ)
Utilizando a notagdo de “bra-ket” de Dirac, temos as seguintes propriedades do operador

hamiltoniano que governa o OHQ unidimensional, na representacdo dos estados de numeros |n) [DE LIMA
RODRIGUES, 1997]:

Hin) = E,|n) (2.1
A= & + 2 mowtx? 2.2

T T 2mdx2 T2 22
E,=hon+1/2), n=01.2... (2.3)

Definindo os operadores de levantamento e abaixamento em funcdo do operador posicdo X e do
operador momento p —» —ihd/dx, temos

P (2.4)

p (2.5)

[a,at] = aat —ata =1, @ht=a (2.6)
aln)y = Vnn— 1) (2.7)
atln) =vn+1jn+1) (2.8)
[H,a ouat] = hw(—a oua®) (2.9)

logo, podemos reescrever o hamiltoniano em funcdo desses operadores, como segue
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hw

— hw 1

A ==>{a,a") = =~ @at + ') = ho (a*a + 5). (2.10)
O termo a'a é tdo comum em mecanica quantica que é pratico definir esse produto como um

operador que na literatura é conhecido por operador de nimero, a saber

N = ata. (2.11)

Essas equacbes constituem a algebra de Heisenberg-Weyl, as quais sdo denominadas como
método de fatoracao.

3. Estados Quasi-Classicos do OHQ

Logo ap6s Schrodinger postular a equagéo diferencial que governa a evolucédo no tempo da onda de
matéria de de Broglie, culminando com o surgimento da mecanica quantica ndo-relativistica em 1926, ele
investigou a possibilidade de se construir autofungdes quénticas, para um oscilador harmonico simples, com
as seguintes caracteristicas: estados quanticos descritos por funcdo de onda gaussiana geral, com largura
da gaussiana que descreve o estado fundamental, que tivesse momento linear e energia arbitraria,
seguissem a trajetéria de uma particula classica no potencial e ndo mudasse sua forma com o tempo.

Tais estados foram denominados de estados quase-classicos devido ao fato de possuirem uma
analogia classica. Os estados coerentes |a¢) podem ser obtidos por uma generalizagdo da constru¢do dos
autoestados do oscilador harmdnico simples |n) [WOLNEY FILHO, 2002, DE LIMA RODRIGUES, CBPF-
NF-068/01],

la) = Z Co@ln),  (ala) =1 3.1)
onde o estado |a) satisfaz a seguinte equacado de autovalor

dla) = ala) = (n|aT = a*(a| (3.2)

multiplicando a equacéo (3.1) pelo bra {m| encontramos que

mla) = (ml ) Cu(@lny = ) Cula) (mln) = Co(@) (33)

temos que o estado (n| pode ser escrito na forma como segue [WOLNEY FILHO]

(nl = —=(0la" (3:4)
com isso podemos reescrever o lado esquerdo da equacéo (3.2)
(nla) = —— (01a"|a) = = (0]a) = Co(a) = (35)
podemos concluir a partir da equacéo acima que
an
Z Cal@) = Cola) Z = (36)

para determinarmos C,(a), usamos a condi¢do de normalizacéo

(a]a) = Z|Cn(a)|2 = |C0(“)|ZZ |%

assim, o estado coerente do oscilador harmdnico quéntico toma a forma

|ax|?

2 2n
- ICO(a)IZZ '“rl! —1sC@=e"2 (37




@)= Cal@ln) =e-%zj—n_,|n>. 3.8)

Os estados coerentes possuem trés definicdes equivalentes, demonstraremos a seguir a
propriedade de minima incerteza, tomemos as coordenadas candnicas

h

R (hmw % A
p= —t( 5 ) (@-ah (3.10)

segue-se que
h 1/2 h %
(®)y = (a|f]a) = <M> (@|@+ah|a) = <%) (a +a") (3.11)
Amay Y/? hAmo %

Bl = (alplay = =i (=) (a|@=ah ) = —i(5-) (@-a) (3.12)

para a realizacdo desses calculos utilizamos as propriedades expressas pela equacédo (3.2), com calculos
semelhantes e usando a relacdo expressa pela equacéo (2.6), obtemos

h B

(@l2|a) = m<oc|@2 +aat +ata + a+2|a> = —[1+@+a’)] (3.13)
hmw

(@lp®la) = ——[1~(a~a’)’] (3.14)

entdo podemos agora calcular

(@lB2]a) = (£2)q — (R)2)1V2 = Ji (14 (@ +a)2] - ——(a 4 a*)? = Ji (3.15)
2mw 2mw 2mw
(albpla) = JF”“T“’ -Gy + 2% - a)? = JhmT‘” (3.16)
realizando o produto
h hmw h
(D) o(ApYg = | [ T (3.17)

2mw 2 2

Essa é uma propriedade notavel que os estados coerentes apresentam a de possuir a menor
incerteza possivel permitida na mecanica quéantica. Considerando o oscilador harménico no estado
coerente, a probabilidade de encontra-lo no estado |a) é dada por

a 2n
Pu@) = G (@) = 12 ool (318)

essa formula mostra que a probabilidade B,(a) fica expressa por uma distribuicdo de Poisson, com valor
médio de (N), dado por |a|>.

(a|N]a) = |al? (3.19)

onde o operador N é o operador de nimero. Uma forma interessante de entender esse resultado é observar
o gréfico (que foi gerado no software Maple 11) proposto pela equacao (3.13).
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Podemos constatar que quanto maior for o autovalor @ mais proximo de uma gaussiana a curva se
aproxima.
4. Operador Deslocamento (T)(a))

A partir da expresséo (3.12) podemos definir um novo operador, para isso observamos que o estado
|n) pode ser escrito a partir da equacgéo (3.8), como segue

nlt = (& 01a") = ny = & o) (+1)

entao

L lePo et o et @) lePxo (@Dt R, o
la) = e zzﬁm—e zZﬁMM—e 22 —l0)=em 2 ) @2)

assim definimos o operador D (a), como
~ lal?,
D(a)=e 2+ (4.3)
Podemos reescrever o operador D(a), observando que

‘s 1
e U0y = |1 - a'a +5 (@D +-|10) = 0) (4.4)

0 que nos permite escrever uma expressio mais simétrica em termos de d e a*



D(a) =e 2 evdg-a'd (4.5)
usando a identidade de BCH (Baker, Campbell e Hausdorff) dada pela equagéo

1
eAeB = AtBH3lAB] (4.6)

N lal?, - ey (e, s
ﬁ(a) _ e_TﬂmTe_a*a _ e(—aT+aa"')+(—a a)+5[(—aT+aaT),(—a a)] _ ead*—a*d (4.7)

O operador deslocamento apresenta as seguintes propriedades

D (a) = Dt(a) (4.8)
D) 'aD(a) =d—«a (4.9)
D(e) 'a'D(a) = a' + a. (4.10)

A equacédo (4.8) implica dizer que o operador deslocamento € um operador unitario, enquanto que
as equacdes (4.9) e (4.10) é que caracterizam o operador deslocamento. De uma forma geral podemos
Interpretar D(a) como sendo um gerador do estado coerente |a) ao atuar no estado de vacuo |0), essa é a
razdo para esse operador ser denominado operador deslocamento.

5. N&o-Ortogonalidade dos Estados Coerentes

Uma propriedade muito importante que os estado coerentes do OHQ apresentam € a nao-
ortogonalidade, ou seja, 0s estados coerentes sdo um conjunto supercompleto, pois nos possibilita
expressar qualquer autoket de um estado quantico do OHQ em termos dos estados coerentes, inclusive
dele proprio. Demonstraremos a propriedade de nao-ortogonalidade, sejam |a) e |a’) dois estados
coerentes,

n At la|?
) =e" 2 %%m = e‘TZ%m (5.1)
@] =e" 2 (‘f/_) == —%Zm (i{/n_?' (5.2)
(a'|a) = e_T (n| (T/_?lwe |rx|2 j—;ln) = e‘#e_lwz|2 (Cf/_)m\/i wm = e‘i'“ al? . (5.3)
n! n!

Nessa equacdo, vemos que o braket (a’|a) para os estados coerentes obedece a condi¢do de
normalizacdo (a’|a) = §,,, apenas para o caso de a’ = a. Contudo, a propriedade de completeza para os
estados coerentes pode ser obtida, fazendo

~[ [1oxalaa =Y inymi = 1 (5.4)

onde a = |a|e'® e d?a = |a|d|a|. Essa propriedade nos informa que os estados coerentes € um conjunto
fechado.

6. Estados Coerentes Dependentes do Tempo

O método do operador invariante introduzido por Lewis e Riesenfeld nos fornece uma poderosa
ferramenta para estudar a equacédo de Schrédinger dependente do tempo para o oscilador harménico. O
grande interesse neste problema é principalmente por poder ser tratado como um modelo exatamente
soltvel e oferece um largo caminho de aplicagdes na descricdo de sistemas fisicos em diferentes areas da
fisica.

Vamos considerar o hamiltoniano do oscilador harmdnico com a freqiiéncia dependente do tempo



Z(t)xZ

p?
H) = —+—— (6.1)
a equacao de Schrodinger nos da a evolucdo temporal desse hamiltoniano,
. d ~
ih—WYg(x, t) = H(t)Wg(x, t). (6.2)

Jt

seguindo o formalismo de Lewis e Riesenfeld procuramos um operador hermitiano que satisfaca a
equacao

—=—|ILH : :
dt ih [F.1] + at =0 (63)
A condi¢do acima nos permite construir a solugédo da equacéo de Schrédinger na forma

P (x,t) = e, (x, t) (6.4)

na qual ¢;(x,t) representa uma autofuncdo do I(t) com autovalor independente do tempo 1 e p,(t) é uma
funcéo de fase que pode ser calculada através da relagédo

RO — (g,]in 3~ HO| ). (65)
Vamos considerar um invariante de forma quadratica e hermitiano
. 1
Io(@® = @O + BOP* +y (O (xp + )] (6.6)

onde &(t),B(t) e y(t) sdo fungbes reais dependentes do tempo a serem determinadas. Para encontra-las
substituimos as equacdes (6.1) e (6.6) na equacgéo

ai 1 ol N P wP()x?] 10
H?zﬁ[ ]+ == kﬂ+ﬁﬁ+y&p+nﬂi—+ S| F 55 67 + BP* +y(ep + px)]

LSRR S

para que o invariante I,(t) satisfaca a condic&o (6.3) devemos ter

. 2w
§=22y (68)
. 2

. wB &

Nosso objetivo é encontrar um invariante na forma quadratica, que facilita a sua fatorizagdo, logo
definindo uma outra funcéo o(t),

B(t) = o2(t) » B = 206 (6.12)
da equacao (6.9), encontramos que
y=-2f=-moo (6.13)
da equacao (6.10), encontramos que
¢ = w?B —my = wic? + m?(6% + 06) (6.14)
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a equacao (6.8) restringe o(t), pela relacdo

d
aa(mzéf + w?0) + 30(m?G + w?c) =0 (6.15)

temos como solugédo para esta equagédo o seguinte resultado

. 1
m2é + w?o = = (6.16)
com isto podemos reescrever &
: ; o, 1
§ =m?6% + (m*G + w?0)o = m?6? + — (6.17)
o

com as equacgbes (6.12), (6.13) e (6.17) podemos expressar 0 N0sso invariante, como

L1 1 1 x?
I= > [(mza'z + ;) x% + 0%p? —mos(xp + ﬁx)] =3 [(azﬁz — moéxp — mocpx + m?62x?) + s

logo, nosso invariante dependente do tempo pode ser expresso como

1 X

i®= —{ —]2 +[o(Op — md(t)x]z}. (6.18)

2 (Lo(t)

Utilizando-se das técnicas de fatorizacdo em mecéanica quantica podemos definir os operadores de
levantamento e rebaixamento dependente do tempo do invariante /(t) em funcéo de x, p e o(t) como segue

R 11
b(t) = == [;x +i(op — ma'x)] (6.19)
bt(e) = \/% Ex —i(op— ma'x)] (6.20)

fazendo a combinac&o dessas equacdes encontramos p e x em funcéo de b(t), bt (t) e o(t) como segue

bbt=—— 2 =22 iy (6:21)
2R o 2
b—bt = %(aﬁ —méx) > p = “zi_: [m(b + 5) + i(B — 51))] (622)
esses operadores satisfazem a seguinte algebra
[b,b*] = bb* — bt =1 (6.23)
bls) = Vs|s = 1) (6.24)
bt|sy =Vs +1|s + 1) (6.25)

podemos expressar o invariante em funcéo dos operadores b e b, como segue

~ 1
I=h (b*b + E) (6.26)
onde seu espectro é dado por
1
Ay =h (s + E)' s=0,12.. (6.27)



O nosso proximo passo serd expressar os autoestados de I(t), esses autoestado formam um
conjunto completo e continuo, cujos autovalores independentes do tempo A constituem solugbes da
equacao

f|s, t) = Als, t) (6.28)

com a condicao
(s'|s) = 64 — A). (6.29)
A solucdo da equacgdo (6.28) encontramos substituindo a expressdo (6.18). Assim, podemos

encontrar a solugdo geral da equacéo (6.2) através da relagdo (6.4), logo os estados coerentes em fungéo
dos autoestados |s), fica

la, t) = e__zfln 0= e S %e”‘l(t)ls ) (6.30)

onde |s, t) sdo os autoestados dependente do tempo do invariante 7(t)

7. Fase de Berry

A fase de Berry € uma fase que aparece em sistemas que sofre transformacdes adiabaticas ciclicas.
Mostraremos que uma particula que comeca no n-ésimo auto-estado de H(0) permanece, sob condi¢des
adiabaticas, no n-ésimo auto-estado de H(t), tomando apenas o fator de fase dependente do tempo. A
funcdo de onda especificamente fica

[, (D) = el lBn®O Ol (1)) (7.1)
onde
1 t
0,(t) = _ﬁ E,(t)dt (7.2)

. S p . ~ _IEnt . ~
€ a fase dindmica que é a generalizacdo do fator usual e = para o caso quando E,, é fun¢céo do tempo e

0© = [ @] o) ar (73)

esta € chamada de fase geométrica.
Agora com [i,,) dependente de t porque ha um parametro que R(t) no hamiltoniano que muda com
o tempo. Assim

i [¥n) = 0 [¥n) d R 7.4
logo a equacéo (7.3) pode ser reescrita como segue

g dR 7.5
V) (7.5)

0@ = [ (] ap) 2 Rdt—zf (n

onde R; e Ry sdo os valores iniciais e finais de R(t). Em particular, se o hamiltoniano retornar a forma
original depois de um tempo T, sendo que R; = R, entdo y,(t) =0, o que ndo € nada interessante.
Entretanto, assumindo que na equagéo (7.4) ha somente um parametro no hamiltoniano que esta mudando.
Supomos haver N deles: R, (t), R,(t), ... R,,(t), neste caso

d - : R =(V 4 7.6
ﬁllpn)_a_Ran)E |¢n> 2t + |¢’n> Ry =( Rlpn)a (7.6)



onde R = (R, R,,..Ry), € Vi € 0 gradiente com os respectivos parametros. Assim a equacao (7.1.5) sera
reescrita da seguinte forma

R
Ya®) = i j  WalVap)dR 7.7)
R;

e se 0 hamiltoniano retornar a forma original depois de um tempo T, a rede geométrica da mudanca de fase
é

V() = if (Wl V)R, (7.8)

Esta € uma integral de linha ao redor de uma curva fechada com um paradmetro no espaco e ndo é
em geral, zero. Esta equacéo foi obtida por Michael Berry [BERRY], em 1984 e y, (T) é chamado de fase de
Berry

7.1 Célculo das fases

Considerando o nosso hamiltoniano dado pela equacdo (6.1) e expressando-o em fungdo dos
operadores dependentes do tempo dados pelas rela¢des equacdes (6.19) e (6.20), teremos

2 2 2

= = (h/am){[mé(b + bY) + i/0(b — BN} + w?[o(b + 51)]
= (h/4m) [mza'z (132 + BTZ) +m262{b,b"} + (2msi/o) (BZ - *2) + (1/02){b, b*}
- (1/0%) (52 + B*Z) + w?o? (132 + BTZ) + w?a?{b, BT}] (7.1.1)

~_ b
H=—+
2m 2m

com o hamiltoniano expresso dessa forma podemos calcular a fase dinamica 6,,(t),

(s|A|s) == r (m 6%+ w?o? + )( |{bb* + b*h}|s) = (m 6%+ w?o? + )(s+%) (7.1.2)

4m

para a resolucéo do problema acima usamos os seguintes resultados

(s|bbt|s) = (s + 1|(s + DY2(s + DY?|s +1) = (s + 1) (7.1.3)
(s|bth|s) = (s — 1|s¥/2s2|s — 1) = s (7.1.4)
(s|B?|s) = (s — 1|(s + DV2sY2|s + 1) =0 = <S|BT2|S>. (7.1.5)

Passaremos agora ao céalculo da fase geométrica y,,(t) que iniciamos fazendo a derivada parcial da
equacéo (6.25)

0 - ~, 0 0
—__pt T — _
atb sy + b 5% [sy=vn+1 P |s + 1) (7.1.6)

fazendo o produto escalar com (s'|

(1557 + (v 55e) = v 1] g+ ) (7.1.7)

usando o “bra” da equagéo (6.24) encontramos que

e TR A oY

fazendo a mudanca de s —» s — 1, temos que

(laek) =t -1+ [Fl -l
Sats_\/Esat s Ss 6tS (7.1.9)
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substituindo as equacdes (6.21) e (6.22) na equacéo (6.20), encontramos que
d . 1 G - o
Eb* = E{[_Z p +im(cé — 6%)|b + im(c6 — dz)bT} (7.1.10)

considerando que s6 nos interessa os elementos diagonais para que a equacao (6.5) seja verificada, temos
gue ao substituir a equacao (7.10) na equacdo (7.9) e usando as propriedades do adjunto das equacdes
(6.24) e (6.25), temos que
bl =F o=+ f-algl-1) =l + Fes-en oan
satS—Zao*o' s atS =10|3; 2000 (7.1.11)

a ( 1. )

de forma que o lado esquerdo da equacéo (7.12) desaparec¢a no limite em que o torne-se uma constante,
logo

g|\ im_ - ism_ . o im_ 1
<s|&|s> = T(aa —d%) +T(aa —06%) = h7(aa —d%) (s +E) (7.1.13)
Podemos associar a fase de Berry com a fase proposta por Lewis, isso é possivel levando em conta
o teorema adiabatico. De acordo com este teorema, se um sistema descrito por um hamiltoniano H(t), tem
uma variacdo suave (adiabatica), entdo em cada instante t o estado do sistema é autoestado de H(t) e em
particular se H(t) retorna ao valor original H,(t), entdo o sistema também ao estado original, exceto por um
fator de fase. Fazendo a combinacao da fase geométrica com a dindmica, temos

s _ (t)—@(t):T(aéf—dz)(s+l>—i<m2d2+w262+i>(s+l> (7.1.14)
ac " n 2 2) " 2m o2 2 -

e usando o resultado expresso pela equacéo (6.16), encontramos que

bz _ 1(+1)<2> = () = 1<+1>jt L 7.1.15
dt ~ 2m\° T2 \g3) I TR =T8T ), Ry (7.1.15)

Esta fase nos permitira fazer uma conexdo entre os autoestados do invariante e a equacédo de
Schrédinger tal como esta expresso pela equacgéo (6.30). Nés sabemos que os blocos constituintes da fisica
sdo bbésons e férmions, para cada caso a seguir calcularemos a fase de Berry no estado coerente (YONG-
DE e LEI), tomemos o oscilador bos6nico, com a definicdo de estado coerente dada pela equacéo (4.2), se
a = ay + ia, mudar lentamente ao redor de uma curva fechada no plano complexo e retornar ao valor
original, a fase de Berry adquirida &

) d d

¥, (C) = lf [<a|67(1 a> day + <a|a—a2 oc> daz] (7.1.16)

onde

4 4 [(ay+iaz)at—(as—iaz)d] At _ Yo [(agtiag)at—(a; —iaz)d] At _ &
ﬁla)=ﬁe 1tiaz 17te2)af|0) = (a7 — @)el\%1tie2 17ta2)al|0) = (AT — @) |a) (7.1.17)
1 1
d 0 e e
— |a) = — el(@+ia)a’~(a~iaz)a] | o) = j(at + @)|a) (7.1.18)
Jda, Jda,

entao

¥ (C) = if[(od(d* - &)|ayday + i{a| (@ + a)|ayda,| = f(azd% - day). (7.1.19)
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Usando o teorema de stokes

fdeQdyzﬂ(g—g—Z—i)dA

obtemos

yn(C) = _ff daldaz = _ZSC.

(7.1.20)

(7.1.21)

Podemos dizer que a fase de Berry para os estados coerentes do oscilador bos6nico é igual ao

negativo de duas vezes a area fechada no plano complexo.

7.2 Fase de Berry numa base de estados coerentes Generalizada

Introduziremos agora a algebra de Lie do sistema SU(1,1) que consiste dos operadores geradores

esses operadores satisfazem as seguintes relacdes de comutacao
[Ko, Kisy| = +K ()
(K., K_] = —2K,
onde

Kolm, k) = (m + k)|m, k)
Klm k) = /(m + 1)(m + 2k)|m + 1, k)

K_|m, k) = ym(m+ 2k —1)lm —1,k)

temos também uma relacdo importante conhecida como invariante de Casimir

1
C=ﬁ—#&&+&m)

gue possui a seguinte propriedade

Clm, k) = k(k — 1)|m, k)

(7.2.1)

(7.2.2)

(7.2.3)

(7.2.4)

(7.2.5)

(7.2.6)

(7.2.7)

(7.2.8)

o numero k é denominado indice de Bargmann e esta relacionado ao operador de Casimir. Com as
propriedades dada acima a generalizacdo dos estados coerentes [PERELOMOV] para o0 grupo de simetria

SU(1,1) é
la, k) = e(€K+=€"K)|0, k)
onde
€=——0e ¢
2
sendo 6 e ¢ um grupo de parametros com intervalo de
0<f <o
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(7.2.11)

(7.2.12)



0<¢<2m (7.2.13)
1 .
a = —tanh (E 6) e (7.2.14)

com o estado coerente generalizado expresso pela equa¢do(7.2.10) podemos calcular a fase
correspondente a equacao (7.1.16), onde

d 1, 1, i 1 . 1 .

%|a,k)=e(_fee “’K++799"”‘-)|0,k>=(Eew;{__ie—wm)m,k) ‘Se”(¢)< k|(@% — @HD)|a, k) (7.2.15)
2 11 o
%Ia,k):<56ie“’51{_+59ie“¢K+>|a,k) wos((”)( k|@ + @)?)|a, k) (7.2.16)

entdo calculando o valor esperado de cada parcela dada pela equacéo (7.1.16) e usando as propriedades
dos estados coerentes (3.2), temos

<a k|69| > lsen(¢)( |@ = @) k) = Lsen(¢)( —a?) (7.2.17)

19cos(¢) 19605(¢)( ta )

———(a, k|@* + (@"))|a, k) = (7.2.18)

(e sl =
a, 7% a,
usando a definicdo de a dada pela equacao (7.2.13), temos que a equacao (7.1.16) fica
_ sen(¢p) 1 —ig 1 ié z
y(C) = —jg 2 {[tanh (56) e ] - [tanh (59)6 ] do
Ocos(p) 1 _ig 2 i¢
+ > {[tanh <E 9) e ] [tanh ( ) ] (7.2.19)

usando teorema expresso pela equacéo (7.1.20), onde

2

P = —isen?(2¢) tanh? (%9) - % —4i tanh? (%9) sen(2¢)cos(2¢) (7.2.20)

Q = 6cos?(2¢) tanh? GH) - g—g = cos2(2¢) [tanh2 (%9) + ftanh (%6) (1 — tanh? (%9))] (7.2.21)

considerando que a nossa regido esteja restrito ao um circulo de raio 7, escrevemos (7.2.18), como segue

2m A

ff <Z—¢Q) - Z—g dA = f j {cosz(th) [tanh2 (%9) + Btanh <%9> (1 — tanh? (%9))]} 0dod¢ (7.2.22)
0 0

oP . . . . ~
podemos notar que o termo 3 dessa integral é nulo quando for realizado a integracéo logo calculando com
auxilio do software matematico maple 11 a equacao acima temos

(7.2.23)

i 1 72 8te*(3 + e*
y(C)=E[81n2+321ne§f—81n(ef+1)+ ( )]

eT+1 (et + 1)2

Plotando esse gréafico no maple encontramos
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Fase de Berry em fancio
W& ]

T

W= 2 BlnZ+32lne™(1/2 ©)-8 Infe o+ Lo 2i(e" o+ 1)-
(Bre™t (3te™t Nilet+1)"2 ]

O gréfico mostra a fase de Berry em funcéo da curva particularmente escolhida como um circulo
(C,) deraio .

A fase que acabamos de calcular pode ser aplicada para qualquer sistema que utilize o grupo de
simetria SU(1,1), numa base de estados coerentes, que deixamos em funcéo de uma curva descrita por um
circulo de raio 7.

8. Resultados e Discussdes

Fizemos um andlise dos estados coerentes para o caso independente do tempo, onde abordamos
as suas trés definicdes equivalentes que € a de menor incerteza, os estados coerentes candnicos
(autofuncdo do operador de abaixamento) e a de operador gerador de estados coerentes ao atuar no
estado fundamental. Em seguida tratamos os estados coerentes com dependéncia temporal, onde
abordamos o formalismo de Lewis e Riesenfeld (L. H.), que consiste em construir um invariante associado
ao hamiltoniano, onde suas autofun¢des séo relacionadas com a solugcdo da equacdo de Schrodinger
através de uma fase. Existem varios métodos para a resolucao da equacgédo de Schrdédinger dependente do
tempo, mas todos dao solugBes apenas aproximadas, enquanto que o método de L. H. nos da exata a
solucao, consistindo numa grande vantagem sobre os demais.

O hamiltoniano que escolhemos é da forma do oscilador harménico, tendo a dependéncia temporal
apenas na frequéncia, significando dizer que apenas a termo da energia potencial possui dependéncia
temporal e o termo cinético € independente do tempo. Calculamos a fase de Berry nos estados coerentes
para este hamiltoniano bos6nico, como também numa base de estados coerentes generalizadas para o
grupo de simetria SU(1,1), podemos constatar de nosso resultado que o grupo de simetria SU(1,1) é
operacionalmente mais pratico que os estados coerentes candnicos, sendo muito mais interessante para se
trabalhar. Com algumas condi¢des impostas (teorema adiabatico), fizemos uma conexdo entre a fase de
Berry e a fase de L. H., que é o termo fundamental para se encontrar a solugao da equacao de Schrodinger
dependente do tempo por meio de um dado invariante.
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